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自宇宙形成以来，自然万物形成了“物以群分、人以类聚”的“弱肉强食”、“适者生存”网络结

构格局。在这样的网络格局中，个体之间既相互合作，又相互竞争。万物正是在这种合作-竞争共存的相

互作用下涌现出复杂而丰富的演化行为，例如：聚集（集中到一点）、集群（以整体形式移动）和编队

（以一定队形移动）。这些群体行为在自然进化、生物繁衍、人类活动、工程应用中已经得到广泛体现。

为了便于研究，针对多个体之间同时存在合作与竞争的共存关系，科学家将其定义为“coopetition”

（cooperation和 competition的合写形式）,并将含有这种关系的网络系统称为合作-竞争系统[1]。 

合作-竞争系统广泛存在于各个领域。在生物学领域，动物之间需要通过合作来寻找食物或者防备捕

食者的进攻；但在面临资源有限时，它们又会相互竞争[2]。另外，基因通过相互合作（激活因子）与竞争

（抑制因子）影响着人类健康与疾病[3]。在经

济领域中，提供相同产品或者类似服务的代

理通常被视为竞争对手，企业会倾向于加入

一个规模庞大的联盟，与竞争对手相互竞争，

同时最大化自身利益[4,5]。在工程和军事领域

中，友方机器人通过合作去围捕、拦截敌方机

器人[6,7]。在合作-竞争系统中，群体行为除了

同步、分裂，往往还会涌现出一种个体状态大

小相同、方向相反的一致性现象，通常称之为

二部一致性或者极化[8,9]。接下来，我们将简要

介绍一下群体行为涌现背后合作-竞争系统的

建模机制以及动态演化规律。 

1. 图论：合作-竞争系统的建模利器                          

18世纪初，普鲁士的哥尼斯堡（现为俄罗斯加里宁格勒州首府加里宁格勒），有一条河穿过，河

上有两个小岛，有七座桥把两个岛与河岸联系起来（如图 1所示）。 

图 1. 哥尼斯堡七桥 
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有人提出一个问题：一个步行者怎样才能不重复、不遗漏地一次走完七座桥，最后回到出发点。瑞

士数学家欧拉于 1736年将这个问题转化成一个几何问题——一笔画问题。他不仅解决了此问题，且给出

了连通图可以一笔画的充要条件是：奇点的数目不是 0 个就是 2 个（连到一顶点的边数目如是奇数条，

就称该顶点为奇点；如果是偶数条，就称之为偶点）。自从图论建立以来，图论已经成为网络与人工智

能领域中的一个强有力工具。 

在合作-竞争系统中，当我们把个体看成一个顶点的时候，可以利用图论中的符号图来描述这种合作

与竞争关系共存时的耦合关系拓扑结构（如图 2所示）[9]。 

 
  子网络 A                  子网络 B 

图 2. 符号图 

在符号图中，顶点之间的正边（蓝色实线）和负边（红色虚线）分别用来表示个体之间的合作关系

和竞争关系。在图 2中，有两个相互竞争的子网络 A和 B，而每个子网络内部的个体是相互合作的。 
准确来讲，一个有向符号图可以表示成为一个集合 ( , , )G V E A ，其中， (1, , )V N 表示图的顶点

集合，E V V  表示图中的边集合，  ij n n
A a


 表示图的邻接矩阵。图的邻接矩阵表示不同个体之间的

相互作用关系强度。当 0ija  时，表示从节点 i到节点 j有一条边。具体而言，当 0ija  时，表示节点 i

对节点 j是友好、合作的；相反地，当 0ija  时，表示节点 i对节点 j是敌对、竞争的。 

2. 合作-竞争网络的结构平衡性  

2.1 结构平衡性定义 

在介绍符号图的结构平衡性之前，我们先介绍一下正关系和负关系的最基本模型。假设一群人构成

一个社会网络，其中每个人都相互了解，则每对顶点间都有一条边，这样的一个网络叫作完全图[5]。用“ + ”

或者“ ”来标识每条边：“ +”表示两个顶点是朋友，“ ”表示两个顶点是敌人。通过观察三人组的

关系，可以理解不同组合下平衡的概念： 
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图 3. 三角关系的平衡性 

通过观察图 3，我们称一个或者三个“ +”形成的三角关系为平衡关系，而零个或两个“ +”形成的

三角关系称为不平衡关系。这样，三角关系的结构平衡主要有两种情况：1）对于每三个节点，与它们相

关联的三条边要么全部为“ +”；2）恰有一条边为“ + ”。而不平衡情况则包括：1）对于每三个节点，

与它们相关联的三条边一条“ +”都没有；2）对于每三个节点，与它们相关联的三边中有两条边为“ +”。

针对完全图，我们给出结构平衡的定义：如果每一个三角形都是平衡的，那么这个完全图是平衡的。 

为了给出一般符号图的结构平衡定义，我们首先介绍一下正负环的概念。在符号图中，一个环就是

起始点和终点是同一个顶点的一段路径。一个环可能既包含正边，又包含负边。若环中所有边的权重 ija

的乘积是正的，我们称该环是正的：否则为负的。如果一个符号图G中所有的环都是正的，则称G是结

构平衡的；若G中至少存在一个环是负的，我们则称G是结构不平衡的。若G没有环，则称G是空平衡

的[9,10]。图 4给出了不同的平衡结构[9]，其中，(a)(b)(c)分别表示合作网络、竞争网络、合作-竞争网络的结

构平衡图，(d)(e)分别表示竞争网络和合作-竞争网络的结构不平衡结构图，(f)表示空平衡竞争网络。 
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(a) A、B、C 互相是朋

友：平衡关系 

(b) A 与 B、C 分别是朋友，

但 B、C：无法相处：非平

衡关系 

(c) A 与 B 是朋友，C 是他

们共同的敌人：平衡关系 

(d) A 与 B、C 三者均是

敌人：非平衡关系 

(a) 结构平衡的合作网络          (b) 结构平衡的竞争网络           (c) 结构平衡的合作-竞争网络    
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图 4. 符号图的结构平衡、结构不平衡、空平衡 

2.2 结构平衡图的代数特性  

结构平衡结构形成有两种基本方法：一种是所有顶点两两之间是朋友：另一种是网络顶点可以被分

为两个组，其中，组内的顶点两两互为朋友，而组间的每个顶点都是敌人。从线性代数角度来讲，如果

符号图是结构平衡的，则顶点集可以被划分为两个小组：  1 01, ,V N 和  2 0 1, ,V N N  ，这时符号

图的邻接矩阵可以表示为下面的矩阵形式： 

11 12

21 22

A A
A

A A
 

  
 

 

其中， 0 0
11

N NA R  和 0 0( ) ( )
22

N N N NA R    为非负矩阵，而 21A 和 12A 是非正矩阵。 

为了分析合作-竞争系统的群体行为演化，符号图的 Laplacian 矩阵发挥着重要作用。一个符号图的

Laplacian矩阵可以如下定义： 

L D A   

其中， 1 2diag( , , ) ND d d d 表示图的度矩阵，


 
i

i ij
j N

d a ，  | ( , )iN j i j E  是顶点 i 的邻居集合。 

2.3 结构平衡性的判定  

在 2.1 节中，我们给出了完全图情形下结构平衡图的判定方法，并在 2.2 节中给出了结构平衡图

Laplacian 矩阵的代数性质。而对于一般网络的平衡判定，需要一个更为具有普适性的方法。在此，我们

介绍一种基于先宽搜索方法的平衡划分过程。 

命题  一个符号图是平衡的，当且仅当它不包含有奇数个负关系的圈。  

对于一般网络的结构平衡判定，我们试图达到这样的一个结果：将所有顶点分成两个集合 X 和Y ，

使得两个集合内部顶点间的边为正关系，横跨集合的边为负关系，这样的划分过程被称为平衡划分。现

在我们描述这样一个寻求平衡划分的过程，这个过程分为两步：第一步，将图转变成一个仅有负关系边

的简约形式；第二步，在这个简约图中求解这个问题。 
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(d) 结构不平衡的竞争网络         (e) 结构不平衡的合作-竞争网络           (f) 空平衡的竞争网络    
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第一步简约过程描述如下：只要两个顶点是由正关系边连接的，则他们在平衡划分中属于同一个集

合 X 或Y 。当仅考虑正关系边时，将这些连通分量看成一个个团点，如图 5所示。我们称这些团点为超

节点。每个超节点内部顶点都是由正关系边连接的。连接两个不同超节点的边是负关系。 

 
图 5. 符号图中的超节点 

在简约过程中，往往需要面对以下两种情况：1）若任何一个超节点内部包含一条连接顶点 A和 B的

负关系边（如图 6所示），则图中存在一个有奇数条负关系边的圈，该图是不平衡的。2）若所有超节点

内部均没有负关系边，则每个超节点属于集合 X 或Y 。给这些超节点分类打上集合 X 或Y 的标签，本质

上忽略超节点内部的顶点，在团点的基础上构建了一个新图，如图 7所示。 

 
 

 

第二步先宽搜索过程描述如下：先宽搜索（又称广度优先搜索）是一种盲目搜寻方法，该搜索方法

广泛适用于任何图结构，需要按照分级方式，一级一级搜索。当访问过一级节点后，再根据与该级节点

相邻却与之前顶点无重复的顶点建立新的级，以此类推。其要点是以某一顶点为出发点，优先访问所有
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图 6. 一个超节点内由奇数条关系边组成

的图 
图 7. 一个更为标准的简约图，该图可以明显

看出一个负关系的圈 
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与之相邻的顶点。对于多数复杂的图而言，先宽搜索是一种计算节点间距离的有效方式。 

 
 

 

取图 7 中的任意顶点作为根顶点，开始运用先宽搜索，那么由这个根顶点会产生一系列不同距离的

顶点层。以G作为根顶点为例，图 8给出了对于图 7实施先宽搜索的过程。由于先宽搜索的边是无法跨

越层次的，即每条边要么连接相邻层的两个顶点，要么连接同一层中的两个顶点。 

概括起来：若简约图的所有边与先宽搜索相邻层的顶点相邻，将简约图的顶点按层次交替放入 X 和
Y ，相应地将原图的顶点也归于这两个集合，这种情况下，就得到一个平衡的顶点划分。否则，有一条

边连接先宽搜索同一层的两个顶点，形成了图 7中的含奇数条负边的圈。 

3. 合作-竞争网络上的群体行为演化  

为了方便描述合作-竞争网络上群体行为演化，我们假设合作-竞争网络中竞争关系和合作关系对应

权重分别用负实数和正实数 ija 来表示， n个个体的状态演化方程可以表示为： 

( ) [ ( ) sgn( ) ( )], 1,
i

i ij j ij i
j N

t a x t a x t ix n


    

其中，符号函数 sign(a_{ij})等于1 或-1。上式可以写成以下等价形式： 

( ) ( )x t Lx t   

其中， 1( ) ( ( ), , ( )) n
nx t col x t x t R  是全部个体的状态向量。 

当合作-竞争网络是图 4（a）的纯合作网络时，注意到，该合作网络含有一个生成树，此时，所有个

体的状态极限满足 lim( ( ) (t)) 0


 i jt
x t x 。图 9描述了群体在该网络上的状态演化过程。 

G

FD

C E

B A

通向同一层中一条
边的两条等长的路
径以及这条边组成
一个奇数边的圈

图 8. 先宽搜索过程简化图 
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当合作竞争网络是图 4 中的（b）、（c）或（f）

时，即网络是含有生成树的空平衡或结构平衡图时，此

时，最终所有个体的状态呈现出一种二部一致性或极化

状态，状态极限满足 )lim( ( ) ( (t)) 0


 i jijt
x t sign a x 。图 10

中，七个个体最终出现两极分化，形成了两个极限状态

1和-1。  

当合作-竞争网络是结构不平衡网络时，如图 4 中

的（d）或（e）所示，则群体最终出现了状态分裂，即

全部个体的状态收敛到两个以上的极限状态。图 11描述了结构不平衡网络上群体状态演化，此时，三个

极限状态分别为 1、0和-1。  

4. 总结与展望  

本文首先介绍了合作-竞争网络的基本概念，并给出了基于符号图的建模。然后，给出了符号图结构

平衡性的定义和特性，同时，介绍了结构平衡图的 Laplacian矩阵的代数性质。针对一般网络，采用先宽

搜索方法，给出了一般符号网络的结构平衡判定方法。最后，分析了合作-竞争网络中群体在不同网络结

构平衡条件下的群体行为演化过程。   

对于合作-竞争网络的研究还存在很多有意思的问题有待人们去研究与思考，例如，在同一时刻，两

个个体之间既有合作关系、又有竞争关系存在时，如何对两者之间的合作与竞争关系强度进行描述？另

外，合作-竞争网络上的动态演化博弈也是一个值得思考的问题。 

图 9. 合作网络上的群体一致性                     图 10. 结构平衡网络上的群体极化 

图 11. 结构不平衡网络上的群体分裂 
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